Ciagi liczbowe — pojecie 1 wlasnosci ciggow

Pojecie ciagu liczbowego. Przyklady ciagow
Definicja 1. Ciggiem liczbowym nieskonczonym (krotko: ciggiem) nazywamy
funkcje odwzorowujaca zbidr liczb naturalnych (ewentualnie nieskonczony jego
podzbidr) w zbior liczb rzeczywistych:

f: N> R.

Warto$¢ tej funkcji dla liczby naturalnej n, nazywamy n-tym wyrazem ciggu
(lub wyrazem ogolnym ciggu) 1 zamiast zapisywaé f(n), oznaczamy go przez

a, . Ciag o wyrazach a, bedziemy oznacza¢ symbolem (a,) .

Ciggi mozna przedstawia¢ na plaszczyznie, jako zbiér punktow
o wspétrzednych (n,a,).

Uwaga. Jezeli w powyzszej definicji zamiast zbioru N rozpatrywa¢ bedziemy
jaki$ skonczony jego podzbiér, to wowczas begdziemy mieli do czynienia
z ciggiem skonczonym.

Przyklad. 1. Wyznaczy¢ pig¢ poczatkowych wyrazow ciggu, a nast¢pnie
zaznaczy¢ je na ptaszczyznie:

2) a =2 b) b, =5-2n.
n+1
Rozwiazanie.

a) Podstawiajac w miejsce n we wzorze a, =2—nl pie¢ poczatkowych liczb
n+

naturalnych otrzymamy:

2-1 2.2 4 2.3 6 3 2-4 8
alz—zl’ a2:—:—’ a3:—:—:—, a4:—:—,
1+1 2+1 3 3+1 4 2 1 5
2.5 10 5
a5:_:_:_'
541 6 3

b) Dla ciggu o wyrazie ogdlnym b, =5—2n mamy:

b =3, by=1, by=—1, b,=-3, b,=-5.



Rys. 1. Ilustracja do przyktadu 1
Waznymi rodzajami ciggow sg ciggi arytmetyczne i geometryczne.
Definicja 2. Ciggiem arytmetycznym o rdznicy r nazywamy taki ciag (a,),
w ktorym
Vien Gy =@, +7.
Definicja 3. Ciggiem geometrycznym o ilorazie g nazywamy taki ciag (a,),
w ktorym

vneN an+l = an q-

Przypomnijmy jeszcze wzOr na n-ty wyraz a, oraz sum¢ n poczatkowych

wyrazow S, ciggu arytmetycznego i geometrycznego.

Ciag arytmetyczny: Ciag geometryczny:
a,=a+n-1r, an:alqnil,
nay,  gdy g=1

Sn:a1+an‘n’ S = l_qn .

2 a ,» gdy ¢g=1
Wilasnosci ciggow
Definicja 4. Ciag (a,) jest:
e rosngcy < V,y 4, >a, (luba, —a,>0),

e malejgcy & V,oy a,,,<a, (luba, —a,<0),
>2a, (uba,,-a,=0),

<a, (uba,,—-a,<0),

e niemalejgcy < vV, a,.,

e nierosngcy << V, . a4,

o staly < V,n 4, =a, (uba,,—a,=0).



Ciaggi rosngce, malejace, niemalejace, nierosngce nazywamy ciggami
monotonicznymi.
Przyklad 2. Zbada¢ monotoniczno$¢ ciggow:

2n
n+l1’
Rozwigzanie.
a) Badamy znak roznicy:
2(n+1) 2n_2n+2 2n _(2n+2)(n+1)-2n(n+2) _

a) a, = b) b,=5-2n.

an+1_an: - - -
(n+D)+1 n+l n+2 n+l (n+2)(n+1)
2nP+2n+2n+2-2n" —4n 2
(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)"

Jak wida¢ a,,, —a, >0 dla kazdego n € N, zatem badany ciag jest rosnacy.
b) Postepujemy, jak wyzej

by —b,=[5-2(n+1)]-(5-2n)=5-2n-2-5+2n=-2<0.

Badany ciag jest wigc malejacy.

Definicja 4. Ciag (a,) jest:

e ograniczony zdotu < 3, gV, a,=m,

meR
e ograniczony z gory < 3, gV,.y a, <M,

e ograniczony < 3 merV ey m<a, <M.

Przyklad 3. Wykazac, ze ciag o wyrazie ogélnym a, :2_711 jest ograniczony.
n+

Rozwiazanie. Z przykladu 2 wiemy, ze badany cigg jest rosnacy, co oznacza, ze
jego pierwszy wyraz aq, =1 jest wyrazem najmniejszym i mozna t¢ warto$¢
przyjac, jako dolne ograniczenie wyrazow tego ciggu:

Ve @, 21,
zatem ciag jest ograniczony z dotu.
Aby stwierdzi¢, ze ciag (a,) jest rowniez ograniczony z gory przeksztalémy

jego wyraz ogolny:
_2n _2(n+D-=2 2(n+l) 2 e 2
" on+l n+1 n+l n+l n+l

Widzimy zatem, ze zaden wyraz nie przekroczy wartosci 2 (poniewaz od 2
odejmujemy dla kazdego n pewng warto$¢ dodatnig). Czyli



Voen @, <2,
a zatem badany cigg jest rOwniez ograniczony z gory.
Ostatecznie stwierdzamy, ze poniewaz ciag (a,) jest ograniczony z dotu i z

gory, to jest ogolnie ograniczony.

Zadania do samodzielnego rozwigzania

Zbada¢ monotoniczno$¢ ciagu:

1 a =3—1n, 2. a, =2n" +1, 3. q =173
2 n+1
4. a,=3", 5 anz(gj , 6. a, =i,
3 2"
7. a, :lnn+2.
n+l
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